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“.. on relie: Tes résultats obtenus 4°la notion d’etat d’equlhbre accompagnant. -

CONTINUUM STATE MECHANICS. ~ Thermodynarrucs and the Homogemzed Thermomechamcal‘v

Behawour

method. > The study is based upon the knowledge of the microscopic thermomechanical behaviour of this medium. A
© . better. understandmg of the. results obtamed is-achieved through the notzon of accompanymg equilibrium state.

o 1 INTRODUCTION. — 1.1. Cons1derons un echantlllon macroscoplque de matiére’
g compose d’éléments hétérogenes. de masse volumique p, d’energ1e interne spécifique u; -

BN énergie libre spec1f1que w;- d’entrople spécifique 's. Si g, ;- B, 6 désignent respectivement

o admettons la descriptlon usuelle[ ] R R
' o Quoio0us o 0w

(1) . U= u (8 B, s) avec E —__53: 9 =g’ b=—%,

“ou 'deééfaoon‘ ‘équivalente:: S . i

(2 - v w=w (8, B,6) - avec . w’ §= f—w, =j—'_—w,
o g p. s .00 o -6[3

en lalssant de cote l’e)ustence eventuelle d’une partle 1rrever31ble de Ia contrainte. Nous
: '_admettrons en accord avec l’megahte du 2° principe de Ia thennodynamlque au niveau

et sa Variable duale vo/e: ‘ o
e Lo Ve L
3 o ——k( 5 )=—'--k:(V'(Iog ),

ou k demgne une application” monotone R - R

o  »_', - 1:2: La descrrptlon du comportement global des mllleux heterogenes (homogenelsatlon), -
i est 11ee ala notlon de volume élémentaire representatlf (v e.1.); ce volume V est choisi assez .-
. petit pour qu ony dlstmgue les hétérogénéités, et assez grand pour: decrlre le comportement:
S global du ‘matériau: Par exemple ‘pour un milieu périodique;. V. sera la cellule de base du -

.. matériau. Chaque echel]e a sa Vanable d’espace Tix macroscoplque, y rmcroscoplque

o (eche]le du vee.r). ¢

A chacune des grandeurs thermodynamlques mlcroscoplques p, o, g U, S, W, gy VO/G-’ .

.. “nous’ assoc:lons par l’operateur dc moyenne sur V une grandeur macroscoplque

' '<.-."> d,”'

: ve
pS <ps>_ pW <pw>, Q <q> ?—< >
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R MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS —"1::111_ernr10r_iynamique et lois de”
"_'comportement thermomécanique homogéndisées. Noté (*)- de "-fGiﬁeS Francfort, Quoc. Son .

“On. & dle le comportement thermomecamque macroscopxque d‘un matériau heterogene par une methode'
d*homogénéisation en se basant sur,la connaissance de son comportement thermomecamque mlcroscoplque et-

The macroscopzc thermomechamcal behaviour-of a heterogeneous medzum is mvestlgated through a homogenzzatlon :

“la deformatlon la. contrainte, I’état interne et- la temperature mlcroscoplque nous -

: ‘mlcroscoplque qu’une loi de Fourier generahsee (1) he le flux de chaleur m1croscop1que q

L est clarr qu a tout etat mlcroscoplque correspond par le processus de moyenne (4) un- .'
: ’umque etat macroscoplque En revanche la determlnatlon des. 101s homogenelsees (llant .
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les grandeurs macroscopiques %, E, U, S) nécessite le passage d’un état macroscopique
donné a un état microscopique aussi proche que possible de I’état réel, vérifiant les lois de
comportement (1), (2), (3) et les conditions de moyenne (4).

Nous montrons que nous sommes en mesure d’expliciter ce passage Macro-micro (qu’on
peut appeler localisation), pour des évolutions au voisinage de I’équilibre. Nous donnerons
alors Pexpression des grandeurs thermodynamiques macroscopiques, et nous établirons la
validité de I’expression macroscopique des deux lois de la Thermodynamique, lorsqu’on
suppose valides leurs expressions microscopiques. Par contre, lorsque le systéme considéré
est loin de I’équilibre et que les échelles de temps du probléme sont comparables aux
échelles d’espace, nous ne sommes plus en mesure d’expliciter la relation Macro-micro.
Nous proposons alors une définition de la température macroscopique en accord avec
toute tentative de mesure, et basée sur la notion d’état d’équilibre accompagnant.

2. BVOLUTIONS THERMODYNAMIQUES AU VOISINAGE DE L’EQUILIBRE. — 2.1. L’équilibre,
thermique et mécanique, du corps hétérogéne a un certain nombre de conséquences au
niveau du v.e.r. :

- (a) Lorsque les hétérogénéités sont petites (V peut donc étre choisi petit) les équations
d’équilibre global impliquent, méme en présence de forces et des sources macroscopiques :

(5) divy, =0 et div, g=0 dans V.

(b) La température microscopique est pratiquement uniforme (mais son gradient ne I'est
pas) et égale a la température macroscopique :

(6) 0=T dans V.

Le passage Macro-micro nécessite, en plus de la connaissance des lois de comportement
microscopiques (1), (2), (3), des conditions de moyenne (4) et des équations d’équilibre
(5), (6), ’'adjonction de conditions aux limites, dites de localisation Macro-micro (L. M.m.)
représentant au mieux I'état in situ du v.e.r. V dans I'échantillon. Ces conditions L M.m.
doivent :

(i) respecter les conditions de macro-homogénéité (dite de Hill) :

a) YE=(o), Q- (g ),

pour tous les champs o’, €, q/, V0'/8’ vérifiant les seules équations d’équilibre (5) et les

conditions [.M.m.;

(ii) assurer lexistence et I'unicité de la solution du probléme ainsi posé: loi de
comportement 4 conditions de moyenne + équilibre + conditions 1. M:.m.

Des exemples de telles conditions 1. M.m. nous sont donnés par (cf. [2]) :

(a) la théorie de Phomogénéisation des milieux périodiques ou quasi périodiques. On a
alors avec des notations classiques :

’

V=Y, o,¢,q, ? périodiques sur dV;

(b) la théorie des modules effectifs (Hill-Mandel) en contraintes-flux; on a alors :
o’.n=X".n sur 0V, g .n=Q'.n sur 0V;

(c) 1a théorie des modules effectifs en déplacement-température :

VT
g=¢g ) avec u'=E’y sur 0V, log 9’=—T—y sur dV.
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De multiples autres théories assurant (7) peuvent étre construites. Nous supposerons
dans la suite que ces conditions 1.M.m. sont linéaires et qu’elles sont satlsfaltes
automatiquement par les champs constants. )

2.2. Un état macroscopique (E, B, T, VT/T) étant donné, I’état microscopique‘:

- correspondant s’obtient en résolvant les problémes statiques, thernuques et mecamques

(découplés) suivants :

I3} oo o
%_—W(S B, T), div,0=0 dansV, <&)=E
ve ' Ve VT
(8) g=—k (;), © divyg=0 dansV, <?> :T’

+Conditions LM.m.,

dont I'existence et 'unicité d’une solution o (E, B, T), & (E, B, T), g (V T/T), Vo/6 (V T/T)
est assurée par la condition (ii) précédente. On obtient les lois homogenelsees en passant'
aux moyennes -

©  E=EERT=(oELT), Q<¥)=<’Z<¥>>

Les lois (1), (2) restent alors valables sous leur forme macroscoplque lorsqu’on deflmt :

U, W, S par (4) :

p W (E B, T)=(pw (s (E B, T), B,T>,etc

En effet on a par exemple :

AL Y=o+ oy =Cor +(or( )y =x
PoE = “Poc B TAOS TN TR RO G TR
en tenant compte de la décomposition e =E +g* avec { &* > =0, dli fait que les conditions
LM.m., étant valables pour ¢ et E, le sont aussi pour &* et de*/dE, et de la condition de »

- Hill (7).

2.3 Lorsque I’échantillon est en évolution thermodynamique au VOlsmage de 1’equ111bre .
le temps caractéristique gouvernant son évolution teste « grand », de sorte que les
équations d’équilibre (6) et la condition de Hill (7) restent satisfaites. A chaque instaht’gt :
on peut associer au systeme hétérogéne des grandeurs thermodynamiques u,, sy, &, ;.
on admet la validité du 1% et du 2° principes de la thermodynamiqué pour chaque’*
constituant et 4 chaque instant ¢ :

10 0,
(10) p 4, —o; &+div ¢,=0, P 0, 5, +div q,;q,e—‘g-o.
o t B

On passe aux moyennes (3), en tenant compte de la condition de Hﬂl de la prox1m1te de
I’équilibre thermique qui implique 6, ~ T, et de I’égalité : :

(11) . div Q,= {div g, .
Il vient : ‘

' o . . . . VT,
(12) p U,—Z; E,+div Q,=0, p T; S;+div Q—Q, T = 0.

t _
Ce qui implique la validité de la forme macroscopique des 1°° et 2° principes de la )
thermodynamique pour des évolutions thermodynamiques macroscopiques lentes (au voisinage

" de Péquilibre).

C. R., 1983, 1¢" Semestre (T. 296) Série Il —71



1610 — Série I C. R. Acad. Sc. Paris, t. 296 (18 avril 1983)

Les quantités U, S,, E,, Z,. .. restent liées par les relations (9) établies a ’équilibre; en
particulier la température T est bien définie. La forme macroscopique du principe de Iétat
local [1] est donc validée pour de telles évolutions.

3. EVOLUTIONS THERMODYNAMIQUES LOIN DE L'EQUILIBRE : NOTION D'ETAT D’EQUILIBRE
ACCOMPAGNANT. — Lorsque le systéme considéré est loin de I"équilibre, et en particulier si
la température 6 n’est pas uniforme dans V, les temps caractéristiques des évolutions
deviennent alors « petits » (cf. [3]), et les équations d’équilibre (6) (et en particulier (7)) ne
sont plus valables. ‘ ‘

On peut néanmoins associer a I'état thermodynamique actuel une température T° par
la méthode de I’état accompagnant [4](*) : 4 Pinstant ¢, le systéme est isolé dans son état
actuel, par la pensée, au double point de vue thermique et mécanique. La déformation
macroscopique E= (&) est maintenue 4 sa valeur E, ainsi que ’ensemble des paramétres
internes P=f, I’énergie cinétique est constante. Le systéme est alors en évolution
thermoélastique dynamique vers un état d’équilibre thermodynamique défini par les valeurs
Ue, 8% T¢ Z¢ E°, B¢ avec E°=E, B°=PB, We=W (E°, B° T° ou W est la fonction
déterminée a I’équilibre :

oW oW i
ze_. : Ee e Te Se._ Ee, e, T ey
aE ( 2 B b )3 aT ( B )

Si on admet la validité du 1°" et du 2° principes macroscopiques lors de cette transition a

Iéquilibre (nous ne les avons établis au paragraphe 2 que pour des évolutions lentes), on
a de plus :

ue=1, S¢ =S,

On peut adopter T° comme définition de la température thermodynamique de I'état actuel.
Cette définition est physique et compatible avec toute tentative de mesure expérimentale.
La température T¢ s’obtient par résolution d’une variante du probléme (8), lorsqu’on
impose E=E*=E, p=p$°=B, U=U*=U..

Si Iétat actuel est loin de I’équilibre, il est clair que %, S, 6, ne coincident pas
nécessairement avec %° S¢, T¢ (3).

Dans le cas ou le systéme tend vers I'état d’équilibre en un temps trés court, on
comprend alors le principe de I'état local : 4 chaque instant, P’état du matériau est
pratiquement ’état d’équilibre accompagnant défini ci-dessus :

(U, T, S, E %, B)=(U°, T°, $°, E°, Z¢, B9).

(") L’équation (3) se réduit a la loi de Fourier linéaire classique pour de petites variations de température
autour d’une température de référence To. Elle est cependant plus satisfaisante que cette derniére; en particulier,
elle assure la positivité de la température absolue, ce que ne fait pas la loi classique.

(*) Notons ici une différence avec la méthode proposée par [4] : nous fixons tous les paramétres internes
d’irréversibilité, le seul processus dissipatif conduisant a I'équilibre est la diffusion thermique.

(®) Ceest ainsi qu’on comprend le changement de condition initiale en température, observé en [3].

(*) Remise le 21 mars 1983.
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